Analyse multifractale de champs vectoriels aléatoires 3D :
application a la turbulence des fluides
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Résumé — L analyse des propriétés de la turbulence des fluides est traditionnellement faite a partir de la statistique des accroissements du
champ 3d de vitesse. Cet approche a conduit a des résultats importants comme la loi des 4/5 de Kolmogorov. L’analyse multifractale, développée
pour caractériser ces propriétés statistiques, a vu I’émergence d’outils plus performants avec I’utilisation de la transformée en ondelette. Dans
ce travail, on applique ces outils a I’étude de champs vectoriels aléatoires 3d, produits par un modele realiste proposé récemment pour décrire la
turbulence homogene et isotrope, mais dont les propriétés statistiques ne sont pas connues analytiquement. La caractérisation numérique de ces
propriétés est une étape importante qui permet de mieux comprendre et éventuellement d’affiner le modele.

Abstract — The analysis of fluid turbulence properties is traditionally carried on from the statistics of the three-dimensional velocity field
increments. This approach has led to important results such as Kolmogorov’s 4/5 law. Multifractal analysis, developed to characterize these
statistical properties, has seen the emergence of more efficient tools through the employment of the wavelet transform. In this work, we apply
some of these tools to study 3d random vector fields, produced by a realist model recently proposed to describe homogeneous and isotropic
turbulence but whose statistical properties are unknown analytically. The numerical characterization of these properties is an important step
towards a better understanding and even a refining of the model.

1 Motivation et objectif de vitesse. Depuis, différents modeles phénoménologiques de
turbulence ont été proposés. L’analyse de leurs propriétés d’in-
variance d’échelle est cruciale pour vérifier I’adéquation de ces
modeles aux propriétés clairement établies de la turbulence ho-
mogene isotrope.

Dans cette contribution nous présentons 1’analyse multifrac-
tale d’'un modele récent reposant sur le modele de chaos mul-
tiplicatif et qui permet de reproduire le phénomene d’intermit-
tence et de skewness des accroissements. Cependant, ses pro-
priétés d’invariance d’échelle ne sont pas connues analytique-
ment ce qui justifie une analyse numérique approfondie.

La turbulence pleinement développée est aujourd’hui encore
un probleme d’actualité dont la compréhension repose essen-
tiellement sur une description phénoménologique des proprié-
tés observées sur des champs de vitesse expérimentaux. Ces si-
gnaux sont tres irréguliers et présentent un phénomene d’inva-
riance d’échelle : les différentes statistiques des accroissements
de vitesse se comportent en loi de puissance. C’est Kolmogorov
[8] qui formalise ces idées : en supposant la turbulence homo-
gene, isotrope avec un taux de dissipation de I’énergie constant,
il prédit a la limite des nombres de Reynolds infinis, I’existence
d’une zone inertielle pour laquelle le champ de vitesse Eulé-
rien est statistiquement auto-similaire [7] et caractérisé par un
seul exposant de Holder h = 1/3. Le succes de cette théorie
provient de sa trés bonne vérification expérimentale mais c’est
aussi ’expérience qui a révélé ses imperfections, principale-
ment son incapacité a rendre compte du phénomene d’inter-
mittence observé aux petites échelles [7]. En effet, le taux de
dissipation ¢;, estimé a I’échelle [ présente des bouffées inter-
mittentes d’autant plus importantes que 1’échelle | considérée
est petite. Ce phénomene contredit ainsi les hypotheses d’in-
variance d’échelle globale du champ de vitesse. Pour rendre
compte de ce phénomene d’intermittence, Kolmogorov [9] et
Obukhov [10] pro;\)ose\nt un modfe}e/de cas.cade multiplicative Z(q,1) = 1 Z IT(l,z)[9 ~ Aqlg(‘”. )
log-normale qui mene a des propriétés multifractales du champ N, "

2 Analyse Multifractale

L’analyse multifractale, envisagée comme mesure des pro-
priétés d’invariance d’échelle, est maintenant considérée comme
un outil classique pour I’étude de données expérimentales ou
synthétiques. L’invariance d’échelle est alors définie comme
le comportement en lois de puissance, pour une large gamme
d’échelles | € [n; L], % > 1 des différents moments d’ordre
¢ de quantités multirésolutions T'(l, ) qui décrivent le contenu
du signal autour d’une position z a travers les échelles. L’ana-
lyse pratique réside alors dans I’estimation de ses différents
moments empiriques :



Le spectre ((g) est alors estimé par régression linéaire du lo-
garithme du moment d’ordre ¢ en fonction du logarithme des
échelles. Le formalisme multifractal relie alors ce spectre a la
régularité locale du signal. Si le spectre {(q) = H q est linéaire,
le signal est dit monofractal : la régularité du signal est la méme
partout avec un exposant de Holder H. Au contraire, une non
linéarité du spectre (q) rend compte de la variabilité de la ré-
gularité locale dans I’espace. Le signal est alors dit multifractal
ou intermittent.

Analyse en log-cumulants. Récemment, il a été suggéré
d’exprimer les ((g) par un développement limité au voisinage
de ¢ = 0 [3, 6]. En effet, si on suppose que la fonction ((g) est
dérivable autour de 0, on peut considérer le développement de
Taylorde ¢(q)aq=0:
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Les coefficients ¢, de ce développement s’obtiennent alors na-
turellement a partir des cumulants C},(a) du logarithme des co-
efficients multirésolutions [14], c’est a dire pour les deux pre-
miers cumulants :

1) = Ning(\T(z,x)n ~ ey logl,

C(2,1) = Ni > log(IT(1,2)[)* = C3(1,1) ~ ez logl. (3)

Ce développement est motivé par le fait que ces log-cumulants,
soulignent la différence entre deux grandes classes de proces-
sus invariant d’échelle : celle dont les {(¢) ne sont pas des fonc-
tions linéaires en ¢, dite multifractale, versus celle monofrac-
tale présentant un spectre ¢(g) linéaire en g (Vp < 2: ¢, = 0).

Coefficients Multirésolutions.  Plusieurs familles de coef-
ficients multirésolutions peuvent étre utilisés. Historiquement,
ce sont les accroissements du signal d; f (z) = f(z +1) — f(x)
qui ont été utilisés pour développer le formalisme multifractal
[7]. Ce formalisme a ensuite été généralisé a tout un ensemble
de quantités multirésolutions obtenus a partir des coefficients
de la transformée en ondelette discrete ou continue. Nous uti-
lisons ici la transformée en ondelette discréte qui correspond
essentiellement a la restriction de la transformée en ondelette
continue sur une grille dyadique d; (k) = T'(27, k27), ainsi que
les coefficients leaders, définis comme le maximum des coef-
ficients en ondelette dans un certain voisinage espace-échelle.
Plus exactement, on défini [13]

Lj(k) = oy hax |dj (k") 4)
avec ki = 207 (k—2)+1, ko = 2979"(k+1). Les estimations
basées sur ces coefficients leaders donnent systématiquement
des performances supérieures a celle obtenues en utilisant les
accroissements du signal [14, 12].

3 La turbulence homogene isotrope

Théorie. En supposant la turbulence incompressible isotrope
on obtient une formule générale pour la fonction de covariance

du champ de vitesse u(x),u,z € R3 [2]. Si on définit les
accroissements de vitesse transverses, 5lTu et longitudinaux,
§Fu, comme

S = up(e+ 1) — uy(x),

ol u Up(x +1) — uy(x),
ou u, et u,, représentent respectivement la composante de la
vitesse parallele et perpendiculaire au vecteur de séparation [
(I = ||Z]]). On peut alors écrire, pour toutes échelles [, que le
moment d’ordre deux de ces accroissements [2] se comporte
comme :

T L Ld, .

Cette relation nous assure que si ces moments se comportent
en loi de puissance alors I’exposant de la loi est le méme pour

I’incrément longitudinal et transverse. Si on suppose Z7 (¢ =
2,1) = ATICP) et 28 (g = 2,1) = AFI¢®) alors on obtient :

AT ZT(q=2,1 2
AT ZMg=20) ) ©
AL ZL(g=2,1) 2
Dans le dissipatif profond [ < 7, la vitesse est dérivable et on a
AT
A _9
AL :

Ce résultat est facilement généralisable au moment d’ordre 2
des coefficients en ondelette. Dans le régime inertiel, la constante
reste inchangée quelque soit 1’ondelette utilisée. Par contre,
dans le régime dissipatif on obtient :

AT ZT(q=2,1)

AL T ZL(g=2,1)
ol Ny, est le nombre de moments nuls de I’ondelette. L’onde-
lette que nous utilisons ici est I’ondelette de Daubechies avec
Ny = 3.

En ajoutant ’hypotheése d’un taux constant de dissipation
de I’énergie cinétique a travers les échelles, Kolmogorov [8]
prédit que, quand le nombre de Reynolds tend vers I’infini, le
moment d’ordre 3 des accroissements non signés (notée Z =
N%, > T(l,z)?) se comporte asymptotiquement aux petites
échelles comme :

ZHg=3,1) =

=1+ Ny @)

*gd, ®)

ZM(qg=31) = 0, ©)
ou € est le taux moyen de dissipation de 1’énergie. Les statis-
tiques des accroissements de vitesse ne sont donc pas symé-
triques et révelent le phénomene de skewness. Le signal de
vitesse est alors invariant d’échelle [7] avec un spectre ((q)
linéaire de pente H = 1/3. Remarquons que cette théorie ne
prend pas en compte le phénomene d’intermittence observé ex-
périmentalement par une courbure nette des spectres (q) esti-
més. La valeur généralement admise pour le coefficient d’in-
termittence est [1] co = 0.025.

Modele. Elaborant sur le modele de chaos multiplicatif pro-
posé par [11], Chevillard et al. proposent de modéliser le champ
de vitesse turbulent par I’intégrale stochastique [5]

=1 o T—y
uw) =, [ one-v)
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—y|?

(10)



FIGURE 1 — Moments. (a) Rapport des fonctions de partitions
transverse et longitudinale d’ordre 2 (eq. 7) des coefficients en
ondelette (en noir) et des leaders (en bleu) pour les 4 valeurs du
parametre ~. Les lignes rouges correspondent aux valeurs pré-
dites dans le régime dissipatif et inertiel. (b) Fonctions de par-
titions d’ordre 3 des coefficients en ondelette signés. Le com-
portement linéaire théorique du régime inertiel correspond a la
ligne rouge

oll ¢, () est une fonction isotrope nulle pour || > L et telle
que ¢ (x) = exp [-2?/(L? — 2?)] pour |x| < L. La fonc-
tion |x|. = V&2 + €2 est une norme régularisée ol € peut étre
vu comme I’échelle dissipative de Kolmogorov. Le champ de
vecteurs dW est un bruit blanc a 3 dimensions dont les com-
posantes vérifient quelque soit la fonction f € R (ou C)

[ faw) @@y @) = b [ fa.2)de.

Cette formule s’inspire de la dynamique a court terme du champ
de vorticité qui est déformé par I’exponentielle du tenseur taux
de déformation. On s’inspire alors de la forme de ce taux de dé-
formation pour définir X, comme le champ matriciel suivant :

_ /5 (y—2) @[y —2) NdW'(2)]
Xe(y) = \/;/yz<L { |y _ zlz/z

[(y —2) NdW'(2)] ® (y — 2)
i ly — 2| 7

1)

ou ® représente le produit tensoriel. Les composantes de X
présentent alors des corrélations de la forme [5] :

coV(Xia(), X14(w)) = 5 log(L/Je — ),

quand | — y| — O avec ¢ = 1,2 ou 3. Cette structure de cova-
riance permet de modéliser un phénomene d’intermittence qui
augmente avec le parameétre . Quand v = 0 le champ u(x) est
un processus gaussien monofractal d’exposant H = 1/3. Si les
bruits dW et dW' sont pris indépendants le processus obtenu
ne présente de skewness. Dans ce cas, on peut aussi montrer
en utilisant la théorie matricielle du chaos multiplicatif que les
intermittences longitudinales et transverses sont les mémes [4].
Un critere nécessaire a I’apparition de skewness est 1’existence
d’une corrélation entre les vecteurs blancs AW et dAW’. La
phénoménologie de la turbulence, en particulier le phénomene
d’étirement de la vorticité présent dans les équations d’Euler,
suggere fortement de prendre dW = dW’ impliquant une cor-
rélation maximale entre les deux vecteurs blancs [5]. Dans ce
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FIGURE 2 — Log-cumulants. Log-cumulants d’ordre 1 (en
haut) et 2 (en bas) obtenus pour les coefficients en ondelette
(courbes noires) et les leaders (courbes bleues) pour les 4 va-
leurs du parametre . Les lignes noires correspondent a la pré-
diction H = 1/3 et la ligne rouge 2 la valeur théorique du
log-cumulant d’une gaussienne (cy = 72 /8).

cadre de corrélation maximale on ne sait plus calculer analyti-
quement le spectre multifractal {(g). C’est pourquoi nous pro-
posons une étude numérique de ces champs aléatoires et I’ana-
lyse précise des propriétés d’invariance d’échelle.

4 Résultats

Procédure Le champ de vitesse est généré sur une grille 20483
pixels pour différentes valeurs du parametre y (prises telles que
le coefficient d’intermittence v2 = 0, 0.005, 0.025, 0.044. Pour
chaque composante de la vitesse ug (), uy(x), u.(x), on cal-
cule 2048 transformées en ondelette discrete ainsi que les coef-
ficients leaders associés. On estime les fonctions de partitions
(équations 1 et 3) a partir des coefficients signés et des leaders.
Ceci nous donne, pour chaque composante de la vitesse, deux
estimations des fonctions de partitions transverses (Z7 (g, 7)) et
une estimation des fonctions longitudinales (Z¥(q, 7)). Aprés
avoir vérifié ’indépendance de ces fonctions par rapport a la
composante de vitesse, nous prenons comme estimé finale la
valeur moyenne obtenue pour le transverse et le longitudinal.

Incompressibilité. La figure 1a) présente le rapport des fonc-
tions de partition d’ordre 2 (eq. 7) obtenus en utilisant les co-
efficients de la transformée en ondelette (courbes noires) ainsi
que les leaders (courbes bleues) pour les différentes valeurs du
parametre «y. Ces courbes sont indépendantes de ce coefficient.
Elles partent, a grandes échelles, de la valeur prédite par K41,
AT JAL = (1 + ¢(2)/2) avec ¢(2) = 2/3, pour se rapprocher
de la valeur du dissipatif AT/AL = 1+ N, = 4 mais sans
I’atteindre.

Skewness. Les fonctions de partition signées d’ordre 3 obte-
nues avec les coefficients en ondelette sont représentées dans la
figure 1b). Ces courbes ont été décalées verticalement pour per-
mettre leur superposition et montrer I’indépendance par rapport
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FIGURE 3 — Intermittence. (a) Biais par rapport a la valeur
attendue dans le cas gaussien. (b) Difference entre le cas trans-
versal et longitudinal.

a I’intermittence . A grandes échelles, ces courbes suivent un
comportement linéaire proche du résultat théorique, ¢(3) = 1,
représentés par la droite rouge.

Log-cumulant. Les log-cumulants obtenus pour les coefficients
en ondelette (courbes noires) et les leaders (courbes bleues)
pour les différentes valeurs du parametre y sont représentés
dans la figure 2. Les cumulants d’ordre 1 (graphes du haut)
ne présentent pas de régime linéaire clair. Ceci peut étre com-
pris en prenant en compte les effets de taille finie aussi bien a
grandes échelles (de ’ordre de L) qu’aux petites échelles dis-
sipatives. Ceci est aussi observé en particulier sur le champ
monofractal gaussien (y = 0) pour lequel le comportement
asymptotique devrait étre une droite de pente ¢; = 1/3. Les ré-
sultats, décalés d’une constante arbitraire dépendant de ~y, sont
indiscernables. La différence entre le transverse et le longitudi-
nal semble indépendante de ce parametre .

Les cumulants d’ordre 2 des coefficients en ondelette présentent
par contre un trés beau régime linéaire. La valeur du cas gaus-
sien (y = 0) est bien vérifiée. Pour le cas gaussien on obtient
bien un cumulant d’ordre 2 indépendant de 1’échelle et égal a
72 /8 (ligne rouge). Les résultats de la régression linéaire de ces
courbes entre les échelles 2 est 6 sont présentés dans la figure 3.
L’intermittence mesurée, c’est-a-dire la pente du log-cumulant
d’ordre 2 en fonction du logarithme des échelle, augmente bien
avec le parametre ~y. De plus, nous observons que I’intermit-
tente transverse est plus importante que I’intermittence longi-
tudinale. Dans ce contexte nous quantifions précisément cette
différence figure 3b. Nous observons que le coefficient d’inter-
mittence transverse est 20% plus grand que le coefficient d’in-
termittence longitudinal. De maniere étonnante, 1’estimation du
log-cumulant d’ordre 2 a partir des leaders présente un écart au
régime linéaire d’autant plus important que 1’échelle est petite.
La définition des leaders, qui prend en compte les échelles plus
petites, rend ces quantités beaucoup plus sensibles a la présence
d’une échelle dissipative et complique I’estimation du coeffi-
cient d’intermittence.

5 Conclusion

Pour la premiere fois, nous avons estimé précisément les pro-
priétés d’invariance d’échelle d’un champ aléatoire vectoriel
proposé pour modéliser les écoulements turbulent homogenes

isotropes. Ceci nous permet de relier les parametres libres de ce
modele (H et y) au amplitude et exposant des lois de puissance.
Nous confirmons le réalisme de ce modele quant a décrire la
turbulence des fluides, en particulier le phénomene d’intermit-
tence et de skewness. Un des résultats importants est la confir-
mation de la différence d’intermittence entre fluctuations lon-
gitudinales et transverses. Les résultats obtenus avec les coef-
ficients leaders montrent que ces quantités doivent étre utilisé
de maniere prudente sur des données expérimentales qui pré-
sentent d’une échelle de coupure a petites échelles.
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